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MTA SZTAKI 




A kanonikus korrelációanal izis alkalmazásának egy olyan lehető-
ségére szeretném rá i rány i tan i a f igye lmet , melynek segitségével bonyo-
lu l t jelenségek időbeni lezajlásóra lehet köve tkez te tn i . 
Speciálisan szívkoszorúér megbetegedések előrejelzésére a l ka lmaz-
tuk a módszert. 
A v izsgálat i adatokat az Országos Kard io lóg ia i Intézettó'l kaptuk. 
Három községben, 5 évenként , összesen 3 alkalommal 1082 ember egész-
ségi ál lapotára je l lemző adatokat , dohányzási szokásokat regiszt rá l tak. 
Abból indultunk k i , hogy ezek az adatok sok információt ta r ta l -
mazhatnak nemcsak az aktuál is egészségi á l lapo t ró l , hanem annak k ö z e l -
jövőben várható alakulásáról is. Ennek megfelelően a különböző a l ka lmak -
kor mért adatok közöt t i összefüggésre voltunk k íváncs iak , valamint arra, 
hogyan lehet ezt az összefüggést felhasználni egyiküknek a másikkal tö r -
ténő becslése cé l j ábó l . Az i lyen fe ladatokat a kanonikus kor re lác ióana l i -
zis segitségével lehet megoldani . 
Ez a módszer az i lyen je l legű vizsgálatok körében újszerű. Rövid 
idősorok esetében várható, hogy a szóban forgó módszer a v izsgálat i ada-
tok analizálásának hatékony segédeszköze lesz. 
Az előadásban először ismertetem a kanonikus korre lác ióanal iz is e l -
vé t , majd a konkrét példán bemutatom alkalmazását. Megjegyzem, hogy 
kevés ér tékelhető adat á l l t rendelkezésre, s ezért bizonyos egyszerűsítések-
re kényszerültem. A módszer további f inomitásóra is van lehetőség. 
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2. A kanonikus kor re lác ióanal iz is 
A továbbiakban je lö l je U^ és U^ az t a két valószinüségi v á l t o -
zó t (vektorvcl tozót ) , amelyek közöt t i kapcsolatot szeretnénk v i z s g á l n i . 
Tegyük f e l , hogy az összes komponensünk sz tandard izá l t , azaz várható 
értékük n u l l á v a l , szőrcsuk eggyel egyen lő . Je lö l je cov ( f , 1 ) a 
f és "V valószinüségi vektorvá l tozók k o v a r i a n c i a - m á t r i x á t , azaz az 
( i , j ) - e d i k eleme cov " l j ) ~ v e ' egyen lő , ahol % . a % v á l t o z ó i . 
komponense. Legyen E Z . . = cov ( U . , U . ) ( i , j = l , 2 ) . A f e l t é te lek mia t t 
most a kovar ianc ia - és a korre lác iómátr ix megegyez ik . Ha az U^ q - d i -
menziós, az U^ (p-q)-a' imenziós valószinüségi vek to rvá l tozó / p > q > 0 
egészek / , akkor tegyük f e l , hogy rang ( E Z 1 1 )
 = á/ r a n 9 ( E Z ; ) ~ p ~ q « 
Je lö l je m : = min { q , p - q } , k : = rang ( E Z ] ^ ' ' " e t v e A ^ az A 
mátr ix t ranszponál t já t , i l l e t ve inverzé t . 
2 . 1 . Két egydimenziós valószinüségi vá l tozó közö t t i összefüggés 
mérésének egy általánosan használt mérőszáma a korre lác iós együ t tha tó . 
Ismeretes, hogy a két vá l tozó egymásra vonatkoz ta to t t regressziós e g y e n e -
sének az együt tható ja és a korrelációs együt tható közöt t mi lyen kapcsolat 
van . Je lö l je r az U. és U_ korre lác iós együ t tha tó já t . Ekkor : U = r U . 
' 2 2 
a regressziós egyenes, és E (U„ - LL ) = 1 - r , ami t ugy is mondhatunk, 
. . . . 2 
hogy az \J szórásnégyzetéből (vagy röv iden U ^ - b ő l ) r - n y i t magyaráz az 
U j vá l tozó . 
2 . 2 . Ugyancsak közismert mérőszám az egydimenziós és a t ö b b d i -
menziós valószinüségi vál tozók közö t t i kapcsolat mérésére az un. többszö-
rös kor re lác ió . Ez a regresszióanalizisben éppen az U_ egydimenziós v á l -
tozónak és az U^ vektorvál tozó l ineár is függvényével va ló legkisebb 
négyzetes becslésének (U^) a korrelációs együt tha tó ja (R^ . U^) . A több-
szörös kor re lác ió ugyanakkor a maximál is kor re lác ió az U^ és U j l ineár is 
függvényei közö t t . Wr.»t 2 
E(U2 - 0 / - 1 - R * _ . 
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2 
Tehát I L - b ő l R ... - n y i t magyaráz az U. 
z U^ I 
2 . 3 . Á l ta lában is: az U^ q-dimenziós és az L ^ p - q dimenziós 
valószínűségi vek torvá l tozók közöt t i kapcsolatot je l lemezhet jük a l i ne -
áris függvényeik közö t t i maximális kor re lác ióva l . Ezt a számot nevez-
zük a két vá l tozó kanonikus kor re lác ió jának. A fentiekbó'l lá tható .hogy 
ez a korrelációs együttható fogalmának ál talánosí tása. Ana l i t i kus uton 
bevezethetünk m = min [ q , p - q ] darab kanonikus korrelációs együt tha-
tó t , i l le tve fak tor t . Ennek segítségével lehetőség van áttérni egy o lyan 
koordinátarendszerre (vagy más szóval faktor tér re) , amelyben az U, és 
az komponensei kor re lá la t lanok , k ivéve U^ és L ^ ugyanolyan sorszá-
mú koord iná tá i t , amelyek viszont " j ó l " kor re lá l tak . Ebben a térben az 
U^ -nek az i . komponenséből az L ^ éppen anny i t magyaráz, amennyit az 
i . koord inátá ja . 
A két vá l tozó első kanonikus kor re lác ió ja a la t t a következő é r té -
ket ért jük : 
? 1 : = rnax r(L^ L^ , M^ 
. L 1 € R
q , M ] £ R
P " q 
D V ^ ) = d 2 ( M ; U 2 ) = 1 
ahol r( £ , "1, ) a f és ^ egydimenziós valószínűségi vál tozók kor re lá-
ciós együt tható já t , míg D ( § ) a f szórásnégyzetét j e l ö l i . N y i l v á n 
D 2 ( L ; U 1 ) = L ; E 1 1 L ] = D
2 ( M ; U 2 ) = M = i . 
Könnyen lá tható, hogy a fen t i maximumot e l é r j ü k . L^U^ -e t az első b a l o l -
d a l i , / v ^ l ^ - ö t az első jobboldal i kanonikus faktornak nevezzük. 
Az i . kanonikus kor re lác ió t (1 < i ^ m), i l l e t ve (ba l - és jobbo l -
d a l i ) faktorokat a következőképpen d e f i n i á l j u k : 
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f . : = m o x r ( L j U r M [ U 2 ) 
L. e R q , M . e R p J q 
I I 
D 2 ( L : U J = D 2 ( M : U _ ) = i 
i 1 i 2 
c o v í L j U ^ L j U j ) = c o v ( M J U 2 / M J U 2 ) = 0 , \ < \ 
A Lagrange mul t ip l i kc toros el járással adód ik , h o g y : 
( n : 2 1 x = : ; J x = : I 2 - ? - c 2 2 ) M . = o « . 
T Z , 2 ^ 2 2 ^ 2 1 - { ^ „ E L ' O (1 < i 4 m) . 
Belátható, hogy p . = 0 , ha k < i ^ m és 
cov ( L j U ^ M j i y = J» . cT (5,1 = 1 ,2 m), 
ahol cT.. a Kronecker -ae l ta . 
•I 
Je lö l je L i l l e t ve M az m darab b a l o l d a l i , i l l e t v e j obbo lda l i k a n o -
nikus együt tha tóbó l , mint oszlop vek torból összeál l í to t t m á t r i x o t , A az m 
kanonikus korre lác ióból összeál l í tot t d iagonál is mát r i xo t . 
Tegyük f e l , hogy p = 2q és k = m ^ q ) . N y i l v á n M ' L ^ kompo-
nenseinek az { L^ U j , L ^ U ^ , . . . , L^U^ ] b a l o l d a l i kanonikus fak to rok ra v o -
natkozó legkisebb négyzetes becslésére (azaz regressziós s ík já ra) soronként 
értve a következő adódik : 
M / U 2 = A L ' U 1 . / I / 
Könnyen be lá tható , hogy az U 2 eredet i komponenseinek legkisebb n é g y z e -
tes becslésére az e lőbbi koordinátarendszerben (soronként é r t v e ) : 
U 2 = M ' "
1 A L / U ] . / 2 / 
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Tehát a kanonikus korrelációanal iz is segitségével U^-re egysze-
rüen adódik a legkisebb négyzetes regressziós közelí tés a fent emi i te t t 
faktor térben. 
A 2 .1 . és a 2 . 2 . pontban lá t tuk, hogy mi lyen szoros kapcsolat 
van a szórcsmagyarázat és a változók összefüggését méró' korreláció kö-
z ö t t . A szórásmagyarázat általánositásával az összefüggés mérésének á l -
talánosításához juthatunk. Két valószinüségi vektorvál tozó közöt t i kap-
csolat nagyságának a mértékét azzal a két számmal je l lemezhet jük, a -
mely azt mutatja, hogy az egyik vál tozó a másik összszárásnégyzetéből 
átlagosan mennyit magyaráz a legkisebb négyzetes becslések révén 
( RU2 .U1 és R u r u 2 ) . 
Attó l függó'en, hogy az és az U^-e t milyen koordinátarend 
szerben ir juk f e l , ezek a számok különböző' értéket vehetnek f e l . Ezek 
után az 
h e t j ü k : 
 U 2 és U^ változók között i összefüggést kétféleképpen jel lemez 
a . ) az M ' LL és L ' U . változók közöt t i összefüggéssel, azaz a 
kanonikus foktorok terében. M i v e l i t t / ! / szerint M ' U 0 = A L ' U . és ha ^ 2 I 
sonlóan L ' ^ = A M ' U 2 , í g y : 
9 l'Cramer mér-
f - R u r u, = R u , . U2 • F • E h ! é k : "» » 
i= l 
b . ) az U^ és M ' U 2 , i l le tve az U 2 és L 'U^ változók között i ösz 
szefüggéssel (Cooley-Lohnes-féle szórásmagyarázat: (2) ). Ekkor / 2 / sze-
r in t A . 
U2 = M ' A L'Uj 
és ál ta lában R. . . / R. . .. 
2* 1 u r u 2 ' 
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3. A fe ladat konkrét megoldása 
Je lö l je U^ egy v izsgál t személy adata ibó l a l k o t o t t valószínűségi 
vek to rvá l tozó t és L ^ ugyanezen személy, ugyanezen vá l tozók ra v o n a t -
kozó 5 év múlva mért adatai t . A z a f e l a d a t , hogy az U^ és U^ 
közö t t i kapcsolat mértékét meghatározzuk és az t l ^ - n e k az U ^ - g y e l 
va ló becslésére fe lhasznál juk . 
Kiválasztot tuk a következő' 6 v á l t o z ó t : Broka index , systoles és 
diastoles vérnyomás, v i ta lkapac i tós , serum Cholesterin, body mass i n d e x . 
Az ismert egyéb adatok segítségével szétválasztot tuk a vég ig egészséges 
(EEE, 209 db), az elsó' vizsgálatnál már beteg (B, 28 db) , i l l e t v e a 
második vizsgálatra megbetegedett (EB, 17 db) személyeket . E l lenó ' r iz -
tük , hogy a k ivá lasztot t vál tozók a lap ján is szétvá laszthatók-e az egész-
séges és beteg személyek d iszkr iminancia ana l i z i s segi tségével . Elsó'faju 
hibának (h^) az egészségesek, másodfajúnak (F^) a betegek hibás k l a s z -
sz í f i kóc ió jának a re la t i v gyakoriságát nevezzük . A z t kap tuk , hogy 
n^ = 0 , 3 0 , h^ = 0 ,31 . Az EEE-re, az EB-re, va lamin t egyes i te t t h a l -
mazukra végrehaj tot tuk a kanonikus ana l íz is t ( i t t U^ az elsó', U^ a máso-
d ik v izsgálat adata i t j e l ö l i , segitségükkel becsül jük a ) ,'.. k o v a r i a n c i a -
mát r ixokat ) . Megá l l ap í t o t t uk , hogy az egészségesek beteggé válása során 
(EB) nagyobb az összefüggés U^ és L ^ k ö z ö t t , mint a k k o r , amiko r vég ig 
egészségesek maradnak (EEE). 
/ 2 / szerint (b) / l / szerint (a) 
V U 2 v , 
f (Cramer) 
EEE 0 .574 0 . 5 7 0 0 . 7 2 7 
EB 0 .734 0 . 7 3 5 - 0 . 8 1 5 
EEE és EB 0.579 . 0 . 5 7 3 0 . 7 3 0 
Mindhárom esetben e lkész í te t tük az U^ becsléseket a / 2 / szer in t . 
A d iszkr iminátor függvények segitségével osztá lyoztuk e z e k e t . A z t k a p t u k , 
hogy a harmadik regresszió adja a legkisebb összhibát . 
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Regresszió hiba 
/ 2 / szerint elsó'faju másodfaj 
EEE 0 . 2 5 0 .35 
EB 0 . 5 3 0 . 0 6 
EEE és EB 0 . 2 4 0 .35 
Tehát eredményeink i gazo l j ák , hogy ezzel a módszerrel nem-
csak kimutatható az összefüggés az aktuál is és a várható á l lapot kö -
z ö t t , hanem ez regresszió- és d iszkr iminancia anc l i z is segitségével a 
következtetések levonására is fe lhasználható. 
A módszert orvosi o ldal ró l ugy lehetne f i nomí tan i , hogy továb-
bi vá l tozók megválasztásával és mérésével a vizsgált jelenségek t e l j e -
sebb leírását nye r jük . Azoka t a vá l tozókat (p l . : a nem folytonosakat) , 
amelyeket a kanonikus anal iz isbe nem tudjuk bevonni , más eszközök 
alkalmazásával a módszer f inomítására ugyancsak fe lhasználhat juk . Pl. 
a dohányzási szokás, az életkor esetében a különböző' szokások, i l l e t -
ve korcsoportok rögzítése mel le t t ha j t juk végre az ana l i z i s t . Igy ezen 
vá l tozók hatásót is megvizsgálhat juk. 
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